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L. d e B r o g l i e hat eine einfache Konstruktionsvorschrift angegeben, um von der Wellen-
gleichung für das Elektron zu Teilchen mit höherem Spin aufzusteigen (méthode de fusion). 
Um Aussagen über die individuellen Eigenschaften von Teilchen mit höherem Spin zu erhalten, 
ist es erforderlich, die nach der de Broglieschen Vorschrift konstruierten Matrixsysteme vollstän-
dig auszureduzieren. Diese Aufgabe wird im mathematischen Teil der Arbeit (II bis VI) für 
die Fusionsstufe N = 3 vollständig durchgeführt, und zwar ohne das Hilfsmittel der Darstel-
lungstheorie der Drehgruppe im R5 (L u b a n s k i), nachdem die analoge Aufgabe für N = 2 
schon vor einigen Jahren durch K e m m e r in seiner Mesonentheorie (ausgehend von den 
Duffinschen Vertauschungsrelationen) behandelt worden ist. Es zeigt sich, daß sich die aus-
reduzierten Matrizen yfl([i = l,.., 4) in den Wellengleichungen der Fusionsstufe N = 3 in 
Kronecker-Produkte y„ = Fft x a„ zerlegen lassen, wobei die alt gewöhnliche Dirac-Matrizen 
sind und die Z1 sich durdi 5-, 4- und 1-reihige Matrizen darstellen lassen (V); die zugehörigen 
ausreduzierten Wellengleichungen (VI) enthalten also 5-4, 4 -4 bzw. 1 • 4 Komponenten. Die 
Diskussion ergibt, daß die 4-komponentige Wellengleichung mit der Dirac-Gleichung identisch 
ist (also nichts Neues liefert), während die Wellengleichungen mit 4 • 4 bzw. 5 • 4 Komponenten 
je 3 Teilchen mit verschiedenen individuellen Eigenschaften enthalten. Die auftretenden Spin-
werte sind Hl2 und ft/2, die zu einer Darstellung gehörenden Massenwerte stehen im Ver-
hältnis 1 : 3 (VII). Die Berechnung des magnetischen Moments eines Teilchens der Stufe 3 wird 
für einen Spezialfall durchgeführt (VIII). Eine Zusammenstellung der Massen- und Spinwerte 
sowie der magnetischen g-Werte der Teilchen findet sich im Schlußabsatz (IX). Unter den 
Teilchen der Stufe 3 befindet sich keines, das ohne zusätzliche Annahmen dem Proton zugeord-
net werden könnte. 

I. 
• • 

Uber die Struktur der Elementarteilchen wissen 
wir heute noch wenig. Das einzige Teilchen, von 

dem wir begründeterweise behaupten können, daß 
wir seine Struktur in einem weiten Bereiche beherr-
schen, ist das Elektron (bzw. auch Positron). D i r a c 
hat bekanntlich eine relativistisch invariante Wellen-
gleichung erster Ordnung aufgestellt, welche sowohl 
Spin wie magnetisches Moment des Elektrons enthält 
und ferner die Erscheinungen der Paarerzeugung und 
Paarvernichtung zu beschreiben gestattet. Aber schon 
die Wellengleichung des Protons ist uns unbekannt. 
Es ist nicht sehr wahrscheinlich, daß die Wellenglei-
chung des Protons trotz des gleichen Spins ft/2 mit 
derjenigen für das Elektron übereinstimmt, da das 
magnetische Moment des Protons demjenigen des 
Elektrons nicht analog ist1. Man kann selbst daran 
zweifeln, ob sich für das Proton unabhängig vom 
Neutron eine Wellengleichung formulieren läßt, da 

* Ebnet bei Freiburg i. Br., Hauptstr. 64. 
1 Das magnetische Moment des Protons beträgt etwa 

2,79 Kernmagnetonen. (Genauester heute bekannter Wert: 
,u = 2,7926 ± 0,0006 K.M. Vgl. M i l l m a n u. K u s c h , 
Physic. Rev. 56, 303 [1939].) 

2 A. P r o c a , J. Physique Radium 7, 347 [1936]; 9, 61 
[1938]. 

Proton und Neutron nach den Erfahrungen über die 
intranuclearen Wechselwirkungen als Modifikationen 
desselben Gebildes aufzufassen sind. Endlich haben 
P r o c a 2 und K e m m e r 3 Wellengleichungen für 
Mesonen aufgestellt, welche möglicherweise zutref-
fen, wenigstens soweit es sich um Mesonen vom 
Spin 0 und tl handelt. 

Fragt man, welche Möglichkeiten die gegenwärtige 
Theorie besitzt, um zu Wellengleichungen für Teil-
chen mit beliebigen halb- oder ganzzahligen Spin-
werten und mit individuellen Eigenschaften, welche 
von denjenigen des Elektrons verschieden sind, zu 
gelangen, so bieten sich im Prinzip zwei verschiedene 
Wege dar. Man kann entweder formal die Diracsche 
Wellengleichung so zu erweitern suchen, daß dabei 
unter Festhaltung an der Diracschen Form und der 
Forderung der relativistischen Invarianz beliebige 
halb- oder ganzzahlige Spinwerte herauskommen; 
dieser Weg ist zuerst von de B r o g l i e 4 beschritten 

** Gießen, Fichtestr. 13. 
3 N. K e m m e r , Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 173, 

91 [1940], 
4 L. d e B r o g l i e , Actualités scient., Hermann, Paris, 

Nr. 181 [1934], 411 [1936], Zusammenfassend: Théorie 
générale des particules à spin (méthode de fusion), Gau-
thiers-Villars, Paris 1943. 
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worden und hat seither zu einer Reihe von Unter-
suchungen5 über Dirac-ähnliche Wellengleichungen 
Anlaß gegeben. Andererseits ist von B o p p 6 ein zwei-
ter Weg eingeschlagen worden, der zunächst darauf 
abzielte, das Maxwellsche Vakuumfeld in allgemei-
ner Weise derart zu modifizieren, daß darin Teilchen 
als Feldsingularitäten im Sinne der Mie-Bornschen 
Theorie der Materie möglich erscheinen. Im Fortgang 
dieser Untersuchungen erhebt sich dann insbesondere 
die Frage nach der Mechanik der Feldsingularitäten 
in einer gewissen, über die Lorentzsche Elektronen-
theorie hinausgehenden Näherung und nach der 
Übertragung des zugehörigen kanonischen Formalis-
mus dieser „Feldmechanik" in die Quantentheorie6 a . 
Es zeigt sich dann, daß die „klassischen" Teilchen 
bereits das Spinphänomen als eine Art Zitterbewe-
gung enthalten und daß bei der Übertragung ge-
wisser Poisson-Klammern als Funktionen der Spin-
variabeln in die Quantenmechanik, auf welche schon 
W e s s e l 7 hingewiesen hat, sich der Ubergang zu 
Dirac-ähnlichen Wellengleichungen zwangsläufig und 
willkürfrei vollziehen läßt8. Es ist gewiß befriedi-
gend, wenn sich dabei herausstellt, daß sich die 
Formulierung der Wellengleichung und der Vertau-
schungsrelationen für die erweiterten Dirac-ähnlichen 
Matrizen in genauer Übereinstimmung mit dem 
de B r o g 1 i e sehen Verfahren ergibt, wodurch dieses 
erst auf eine breitere theoretische Grundlage gestellt 
wird. 

Diese Übereinstimmung ist für uns der hauptsäch-
lichste Gesichtspunkt, wenn wir das de Brogliesche 
Verfahren vorläufig bedenkenlos unserer Unter-
suchung zugrunde legen. 

Wir schreiben die Diracsche Wellengleichung in 
der symmetrischen Form 8 a : 

5 F. J. B e l i n f a n t e , Physica 6, 849, 887 [1939]; 
H.A. K r a m e r s , F. J. B e l i n f a n t e u. J. K. L u b a n s k i , 
Phvsica 8, 597 [1941]; H. B h a b h a , Rev. mod. Physics 
17, 200 [1945]; Proc. Indian Acad. Sei. 21, 265 [1945]; 
B. S. M a d h a v a r a o , V. R. T h i r u v e n k a t a c h a r u. 
K. V e n k a t a c h a l i e n g a r , Proc. Roy. Soc. [London], 
Ser. A 187, 385 [1946]; vgl. auch B. S. M a d h a v a r a o , 
Proc. Indian Acad. Sei. 15, 139 [1942]. — Neuerdings: 
H. B h a b h a , Rev. mod. Physics 21, 451 [1949] (Ein-
stein-Heft); F. B o p p u. F. L. B a u e r , Z. Naturforschg. 
4a, 611 [1949]; F. L. B a u e r , ebenda 4a, 720 [1949] 
(Notiz). 

ö F. B o p p , Ann. Physik 42, 572 [1943]; 43, 565 
[1943], Z. Naturforschg. 1, 53 [1946]; Z. Physik 125, 615 
[1949], 

ea F. B o p p , Z. Naturforschg. 1, 146 [1948]. 
^ W . W e s s e l , Z. Naturforschg. 1, 622 [1946]. 
8 F. B o p p , Z. Naturforschg. 3a, 564 [1948]; F. B o p p 

u. F. L. B a u e r 5 . 
8:1 Griechische Indizes laufen stets von 1 bis 4; Sum-

mation über gleiche Indizes. 

(«tc.3jU + z ) v = 0 , (1.1) 

x = m0 c / Ä , da = 3/9 Xa , (1.1 a) 

(tu «v + civ « a = 2 ()ß v (I. 2) 

(x^ Raum-Zeitkoordinaten, von der Einführung eines 
Viererpotentials werde zunächst abgesehen). Die 
Wellengleichung für Teilchen mit beliebigem Spin sei 
analog zu (1.1) 

(y,u a,« + N x) y = 0 ; (1.3) 

dann lautet die de Brogliesche Vorschrift zur Bildung 
der y^: 

ya = yjr1 = x 1 X . . . X 1 + 1 X afi X 1 X . . . X 1 
(1) (N) 

+ . . . + l X l X . , . X a | u , (1.4) 

d. h. y^ gleich der Summe von N N-fachen „Kronecker-
Produkten" der a u mit vierreihigen Einsmatrizen 
(N heiße „Stufe der Verschmelzung")9. Es tritt dann 
zu dem Bahnimpulsmoment der Bewegung ein Zu-
satzimpulsmoment (Spin) mit den Komponenten 

Sik^ — i y ^ - y ^ - n , ( L g ) 

((1,k) = ( 1,2), (2,3), (3,1)), 

welches zusammen mit dem Bahnimpulsmoment eine 
Konstante der Bewegung ausmacht. Die Eigenwerte 
von (1.5) sind: 

(0, 1, . . . N/2) n für geradzahliges N, 

(1/2, 3/2, . . . N/2) n für ungeradzahliges N, 

maximal also jeweils Nh/210. — Die Spinkomponen-
ten sind stets mit y4 vertauschbar; allgemeiner gilt 
folgende Vertauschungsrelation11, die man nach (1.2) 

9 Das Kronecker - Produkt A X B zweier Matrizen 
A = {aik } und B = { bik } (nicht notwendig gleicher 
Zeilenzahl) ist bekanntlich die Matrix { aih bjk}, deren 
Zeilenindex die Wertepaare (i, /')> deren Spaltenindex die 
Zahlenpaare (h , k) durchläuft. Die Verallgemeinerung für 
mehr als 2 Faktoren liegt auf der Hand. Das Matrix-
produkt zweier gleichartiger Kronecker-Produkte Al X A, 
X . . . X A m u n d ß 1 X B 2 X . . . X ß m („gleichartig" heißt" 
für jedes i stimmen A{ und B; in der Zeilenzahl überein) 
ist einfach AlBi X A2B2 X . . . X AmBm. 

10 In historischer Hinsicht sei bemerkt, daß das 
de Brogliesche Verfahren aus dem Versuche hervorging, 
das Lichtquant aufzufassen als „Verschmelzung" von 
Neutrino und Antineutrino, welche ihrerseits einer Dirac-
schen Wellengleichung (mit x ~ 0) genügen (Neutrino-
theorie des Lichts). Mesonen wären gleichsam hiernach 

schweres Licht". 
" ii J .K. L u b a n s k i , Physica 9, 310, 325 [1942], Vgl. 
auch B. S. M a d h a v a r a o u. Mitarbb.5. — Eckige Klam-
mern bedeuten Kommutatoren: [a,b] = ab — b a. 



und (1.4) leicht bestätigt: 

[[y^iYv] 7o] ^ 4 { y ß ö v Q — y v ö a 9 ) . (1.6) 

Die Vertauschungsrelationen (1.6) sind andererseits 
von B o p p 8 aus den entsprechenden Relationen für 
die Poisson-Klammern der Feldmechanik korrespon-
denzmäßig erschlossen worden. 

Die Anwendung der Wellengleichung (1.3) in Ver-
bindung mit den Vertauschungsrelationen (1.6) auf 
Elementarteilchen ergibt sich im Zusammenhang mit 
der Darstellungstheorie der Matrizen y u. Man wird 
erwarten dürfen, daß den einzelnen irreduziblen 
Matrixsystemen y^ einzelne Elementarteilchen oder 
Gruppen von solchen entsprechen werden. Die irredu-
ziblen Bestandteile der von de B r o g l i e gegebenen 
(nicht völlig allgemeinen12) Darstellungen (1.4) sind 
für N = 2 von K e m m e r 3 angegeben und seiner 
Mesonentheorie zugrunde gelegt worden. Für be-
liebiges N ist die Frage nach den möglichen Dar-
stellungen ausführlich zuerst von L u b a n s k i 9 und 
neuerdings von B o p p und F . L . B a u e r 5 behandelt 
worden durch Zurückführung auf die Darstellungs-
theorie der Lieschen Ringe der Drehgruppen. Wir 
beschränken uns hier auf die Fälle N = 2 und N — 3. 
Dabei liegt das Hauptgewicht der Untersuchung in 
methodischer Hinsicht darauf, eine „independente", 
d. h. den Apparat der Darstellungstheorie der Dreh-
gruppe nicht benutzende und dennoch — im Gegen-
satz z. B. zu K e m m e r für N = 2 — vollständig 
ausgeführte Herleitung der Ausreduktion in diesen 
Fällen zu geben, mit numerischer Angabe von Matri-
zen und Wellengleichungen. Eine solche Behandlungs-
weise mag vor allem deswegen erwünscht sein, weil 
die sich hierbei ergebenden Gesichtspunkte für die 
Ermittlung spezieller Darstellungen (Matrizen) sich, 
auf allgemeinere Fälle übertragen lassen (z. B. Über-
gang von irgendeinem geradzahligen N zum nächst-
höheren ungeradzahligen). 

Die vorliegende Untersuchung gliedert sich in einen 
vorwiegend mathematischen, die Algebra der Matrix-

12 Die Vertauschungsrelationen (1.6) lassen noch ver-
schiedene Vorzeichen-Kombinationen in dem Aggregat 
(1.4) zu. Vgl. H. A. K r a m e r s , F. J. B e l i n f a n t e u. 
J. K. L u b a n s k i 5 . 

13 Es mag uns erlaubt sein zu bemerken, daß der 
mathematische Teil schon längere Zeit zum größten Teile 
abgeschlossen vorlag, jedoch in Abschn. VI (Wellenglei-
chungen) durch ein von Hrn. F . L . B a u e r freundlich zur 
Verfügung gestelltes Manuskript später eine wesentliche 
Förderung erfuhr. Übrigens weichen die von F. L. Bauer 
kürzlich mitgeteilten ausreduzierten Wellengleichungen5 

für N = 3 von den unsere . nur in der .Bezeichnung 
etwas ab. 

Systeme und ihre Darstellungen enthaltenden Teil 
(Abschn. II bis VI) und in einen physikalischen Teil, 
welcher der Diskussion der ausreduzierten Wellen-
gleichungen und der sich ergebenden magnetischen 
Momente der Elementarteilchen gewidmet ist (Ab-
schnitte VII bis IX)1 3 . 

II. A l g e b r a d e r a- u n d r\-Systeme 

Die 4 Diracschen Größen a u genügen den Rela-
tionen . 

« u ° v + Hv«u = 2 ° / u v (II. 1) 

Sie erzeugen eine Algebra von 16 Dimensionen, für 
die z. B. die 16 Größen 

1> a/u > <V ai> > au n>< (iQ > «2 a3 a4 (•" < '' < e) (II- 2) 

eine Basis bilden und die eine irreduzible Darstellung 
vom Grad 4 besitzt, etwa durch die Matrizen 

«i 

«3 

r0 0 0 1' 
0 0 1 0 
0 1 0 0 

kl 0 0 Oy 

'0 0 1 0̂  
0 0 0—1 
1 0 0 0 

, 0—1 0 0; 

r0 0 0 — i 
0 0 i 0 
0 — i 0 0 
i 0 0 Oy 

0 0 0) 
1 o o 

0 0 — 1 o 
lO O O—L 

(II. 3) 

wegen 42 = 16 ist dies die einzige14. Jede andere 
4-reihige Darstellung ist daher zu dieser äquivalent, 
insbesondere alle Darstellungen, die man aus (II. 3) 
durch Permutation der 4 Indizes erhalten kann; 
eine Tatsache, die man die „Austauschbarkeit" der 
a-Matrizen nennen kann. Wir nennen jedes System 
von 4 Größen, die wie die a u antikommutativ sind 
und die Quadrate 1 haben und zwischen denen keine 
weitere von diesen unabhängige Relation besteht 
(so daß die von ihnen erzeugte Algebra zur a-Algebra 
isomorph ist), ein a-System. 

In der Kemmerschen Theorie kommen 4 Größen r¡ u 

vor, die den Relationen 

>>u = 1 > 'hi V¡' — Vv 'ii (II. 4) 

14 Für die „halbeinfachen" Algebren, d. h. die „voll-
reduziblen", deren Darstellungen vollständig in irredu-
zible zerfallen, gelten folgende im Text benutzten Sätze: 
1. Die Dimension der Algebra ist die Quadratsumme der 
Grade der verschiedenen (inäquivalenten) irreduziblen 
Darstellungen; 2. Eine Darstellung ist dann und nur dann 
treu (d. h. umkehrbar eindeutiges Bild der Algebra), wenn 
bei ihrer Zerlegung jede irreduzible mindestens einmal 
vorkommt. Für Halbeinfachheit ist die Existenz einer 
treuen Darstellung hinreichend, die vollständig zerfällt. 
Die a-Algebra ist nicht nur halbeinfach, sondern „ein-
fach", da sie eine einzige (treue) irreduzible Darstellung 
besitzt. 



genügen. Sie erzeugen ebenfalls eine Algebra von 
16 Dimensionen, für die z. B. die Größen 

1> V[z, VjuVv V/x Vv Vn , \\\ %(/*<v<0) (II. 5) 

eine Basis bilden. Als kommutative Algebra besitzt sie 
nur eindimensionale Darstellungen, und jedes w wird 
durch ± 1 dargestellt. Es gibt 16 verschiedene Mög-
lichkeiten, die Vorzeichen + und — auf die 4 Größen 
zu verteilen, und somit 16 verschiedene irreduzible 
Darstellungen, wie es sein muß. Wir schreiben sie in 
einer bestimmten Reihenfolge hin, die durch das 
folgende Schema festgelegt ist, dessen 16 Spalten die 
16 Darstellungen bedeuten; statt ± 1 ist einfach + 
oder — geschrieben: 

Vi: + ++ —+ + + + + — 
% : — + — + — + + — + + — + + — 

«?>: b + + — + + — + + h — 
Vi'- + + + + + + — + + — 

(II. 6) 

Unter r}^ sollen im folgenden vier 16-reihige Matrizen 
verstanden werden, in denen die 16 Darstellungen 
in dieser Reihenfolge aneinandergereiht sind, also 
4 Diagonalmatrizen aus ± 1, für welche die Reihen-
folge der Vorzeichen durch die 4 Zeilen von (II. 6) 
gegeben ist. 4 kommutative Größen mit den Quadra-
ten 1, zwischen denen keine weitere Relation besteht, 
heißen ein ^-Sysiem. 

III . D e r F a l l N = 2 

x^ und y^ (¡u — 1 , . . . , 4) seien zwei vertauschbare 
a- Systeme, also 8 Größen, zwischen denen die 
Relationen 

x^x^ + xy xß = y^ yv+yv y „ = 26^,,, 
(III. 1) 

bestehen. Die von diesen Größen erzeugte „x-y-
Algebra" hat die Dimension 162 = 256, denn die 
Produkte aus einem Basiselement der x-Algebra mit 
einem solchen der y-Algebra sind linear unabhängig 
und spannen die ganze x-y-Algebra auf. 

Eine Teilalgebra dieser Algebra ist die von den 
Größen ß^ = xu + yw erzeugte ,,/?-Algebra". Die ß ^ 
erfüllen, wie man sich durch Einsetzen und Berück-
sichtigung von (III. 1) überzeugt, die Vertauschungs-
relationen (1.6) und die /3-Algebra ist zur Kemmer-

schen (1.4) mit N = 2 isomorph, wie aus dem folgen-
den hervorgeht. 

Die Größen z^ = x^ y^ bilden ein r;-System, das 
mit den x^ und y ̂  durch die Relationen 

X/U Y/X — VU XJU = ZFX > X/U ZFL = ZFX X/X = VP, •> 

v ß zfx = Z[a. yu = x(x » (in. 2) 

xß zv + zv Xfj, = y^zv + Zv yß = 0 (^ 4 »') 

verknüpft ist, die alle mit Leichtigkeit aus (III. 1) 
folgen. Die von ihnen erzeugte Teilalgebra ist wegen 

ß — 1 = z^ in der /?-Algebra enthalten. 

Nun kennen wir eine treue Darstellung der x-y-
Algebra vom Grad 16, nämlich 

x/u ~ a/u X 1 ' ^ = 1 X «u . 

Weil sie treu ist und weil 162 = 256 ist, ist sie irredu-
zibel und die einzige irreduzible Darstellung. Sie 
enthält eine treue Darstellung der ß-Algebra; wenn 
wir diese in irreduzible Zerfällen können, so ist damit 
gezeigt: erstens daß die /^-Algebra halbeinfach ist, 
zweitens daß uns hiermit alle ihre irreduziblen Dar-
stellungen vorliegen14. 

Unsere 16-reihige Darstellung enthält weiter eine 
treue Darstellung der z-Algebra, die wir sofort aus-
reduzieren können. Sie ist ja zur ^-Algebra des 
vorigen Abschnitts isomorph, und wegen der Treue 
und wegen der Dimension muß offenbar jede von 
deren 16 irreduziblen Darstellungen genau einmal 
vorkommen. Nehmen wir also z^ = V^ an, wo V^ 
die durch (II. 6) gegebenen Diagonalmatrizen sind, 
und sehen wir zu, wie dann die xß und die y^ aus-
sehen. 

(II. 2) verlangt zunächst,daß x^ mit z^ vertauschbar 
und mit zv(v 4= ¡u) antikommutativ ist. Die Vertausch-
barkeit einer Matrix {a ik} mit einer Diagonalmatrix 
{ c e r f o r d e r t für jedes (i, k) a a k = dikCk, also ent-
weder ci = Ck oder = 0; Antikommutativität ent-
sprechend: a = —Ck oder a\k = 0. Daher kann man 
an dem Schema (II. 6) sofort ablesen, an welchen 
Stellen ( i ,k) der x^ darstellenden Matrix nur von 
Null verschiedene Zahlen stehen können: es muß die 
i-te und die k-te Spalte von (II. 6) in der /u-ten Zeile 
das gleiche Zeichen, in den drei übrigen Zeilen ent-
gegengesetzte Zeichen zeigen. Das sind die folgenden 
Stellen (i,k): 

(2 ,13) , (3 ,12) , (4 ,14) , (7,16) 
(1 ,13) , (3 ,11) , (5 ,14) , (8,16) , , 
(1 ,12) , (2 ,11) , (6 ,14) , (9,16) K ' 
(4 ,11) , (5 ,12) , (6 ,13) , (10,16) 

n = 1: (1 ,10) , (5 ,9) , (6 ,8) , (11,15) 
fx = 2: (2 ,10) , (4 ,9) , (6 ,7) , (12,15) 
.« = 3 : (3,10), (4 ,8) , (5 ,7) , (13,15) 
fi = 4 : (1,7), (2 ,8) , (3 ,9) , (14,15) 



und jeweils die an der Hauptdiagonale gespiegelte 
Stelle {k,i); in jeder Zeile und in jeder Spalte ist es 
genau eine Stelle. 

Dasselbe gilt für ywegen (III .2) xfXzf/l = yfA 

stimmt dabei y^ an den Stellen, die einem + in (II. 6) 
entsprechen, mit x^ überein [diese Stellen machen die 
linke Hälfte des Schemas (III. 3) aus], an den andern 
hat es entgegengesetztes Vorzeichen. 

Durch die Relationen (III. 1) werden die für die 
fraglichen Matrixelemente aik von x^ möglichen 
Zahlenwerte weiter eingeschränkt. x~^ = 1 verlangt 
aikaki — 1, woraus [für die in (III. 3) angegebenen 
(i, k)] aik ^ 0 folgt. Weiter erfordert die Anti-
kommutativität der x u untereinander eine große Zahl 
von Beziehungen zwischen den Matrixelementen. Hat 
man dies alles erfüllt, so folgen die entsprechenden 
Relationen für die y^ und die Vertauschbarkeit von 
Xp und yuvon selbst. Die Erfüllbarkeit all dieser Be-

dingungen ist natürlich durch das, was wir wissen, 
gewährleistet. Man kann sie in der Tat auf verschie-
dene Arten erfüllen. Wir geben hier eine einfache 
Lösung für die x^ an; die zugehörigen y u entstehen 
daraus, indem man in den rechteckigen Teilen [die 
der rechten Hälfte des Schemas (III. 3) entsprechen] 
die Vorzeichen umkehrt. 

Die Einteilung der Matrizen (III. 4) in 10-, 5- und 
1-reihige Teile [sie ist auch im Schema (II. 6) bereits 
angedeutet] ist von wesentlicher Bedeutung. Bildet 
man nämlich jetzt ßju=xju + yu, so hat man einfach 
die von 0 verschiedenen Elemente in den rechteckigen 
Teilen zu löschen und in den quadratischen zu ver-
doppeln. Die Darstellung der ß die man so erhalten 
hat, zerfällt also in eine 10-, 5- und 1-reihige Dar-
stellung; in der letzteren werden die ß u durch 0 dar-
gestellt, aber zu durch — 1. Diese Darstellungen sind 
irreduzibel (und wir haben daher, wie oben gesagt, 

/ 
*3 = 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0--1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 
0 0 0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

- 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

\ 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0--1 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

= 
(III 

0 0 0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0--1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

- 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 



alle irreduziblen Darstellungen der ^-Algebra ge-
funden). Denn da man in jeder irreduziblen Dar-
stellung noch die in ihr enthaltene Darstellung der 
s-Algebra ausreduzieren kann, kann jede irreduzible 
Darstellung als Teil einer der Darstellungen geschrie-
ben werden, die man auf die soeben geschilderte Art 
erhalten kann, und dabei ist durch die Reihenfolge 
der Spalten des Schemas (II. 6) schon festgelegt, an 
welchen Stellen die 8 von Null verschiedenen Matrix-
elemente stehen. Man überzeugt sich leicht, daß diese 
Reihenfolge bereits möglichst günstig gewählt ist, so 
daß man durch ihre Abänderung nicht weiter redu-
zieren kann. 

Es folgt, daß die Dimension der ß - Algebra 
102 + 52 + l 2 = 126 ist. Übrigens ist es nicht schwer, 
mit Hilfe __ der Vertauschungsrelationen (1.6) eine 
Basis aus 126 ß- und z-Produkten wirklich aufzu-
stellen15. 

IV. D e r F a l l N = 3 

Wir betrachten jetzt die aus drei vertauschbaren 
a-Systemen x^, yu, z^ gebildete „x-y-z-Algebra" und 
behandeln die Aufgabe, die irreduziblen Darstel-
lungen der in ihr enthaltenen, durch die Elemente 

= + + z u erzeugten y-Algebra zu finden, 
die wir mit den yff von (1.4) identifizieren wollen. 
Wir setzen dazu noch ufl = y a z^, = xß z f l , 
w ß = * pV /j- Jedes dieser drei Systeme ist ein '/-System; 
man verifiziert leicht (II. 4). Außerdem ist 

«M = Vp u^ = ivtu , uu iv/Ä = xvU ufl = vfX, 

(IV. 1) 
% «-> = Uu vu = u,t ; 

Uf* VV + vv «a = UfA™V + 

= vß wv + wv v^ = 0 + )') . 

Endlich ist Cp = x/u V/uz/u e i n a-System; für diese 
Größen gilt u. a. 

tu u u — u u t/u — xu > tfl v/u — vu tu — \Ju » 

tu u u = W/u t/u = z/A ; 

t/u uv uv tu = tu u,, U), Cu 

= t/u wl,—wvi:fi = o. 

Die ^-Algebra liegt in der y-Algebra: 

(IV. 2) 

eine 64-reihige treue Darstellung; wir folgern wieder, 
daß sie die einzige irreduzible Darstellung ist und 
alle irreduziblen Darstellungen der y- und der 
£-Algebra enthält, weil auch diese treu dargestellt 
werden. Merken wir noch an, weil wir es gleich be-
nutzen werden, daß u. a. auch das ^-System tv u treu 
dargestellt wird (nämlich durch a ^ X «/( X 1). 

Man reduziert wieder zuerst das a-System £ ß aus; 
hier mag sich 16-mal die eine Darstellung a ^ wieder-

holen: t - i x « -

Dabei bezeichnet 1 die 16-reihige Einsmatrix, und 
die Reihenfolge der Zeilen und Spalten des Kronecker-
Produkts ist hier wie im folgenden so gedacht, daß 
es sich um 16-reihige Matrizen aus 4-reihigen Käst-
chen handelt. 

Da nur die Multipla der Einsmatrix mit allen a^ 
vertauschbar sind, fordert die Vertauschbarkeit (IV. 2) 

uu ~ Uu X 1 , vu ~ Vfl X 1, ivu W ^ X l 

mit 16-reihigen Matrizen U, V, W, die ebenfalls alle 
Relationen (IV. 1) erfüllen, und 4-reihigen Eins-
matrizen; und man findet weiter 

x„ = u,j t U !•/u Utu X du > Vu ~ Vju X 
W ^ X « ^ . (IV. 3) 

Für die x-y-z-Algebra ist 

xu = tip X 1 X 1 , yu = I X ctu X 1 , Z f l = 1 X 1 X 

Da man in jeder Darstellung die C/u, ausreduziert 
annehmen, sie also wie (IV. 3) mit zweitem Kronecker-
Faktor a ^ schreiben kann, können wir die weitere 
Reduktion durch Transformation mittels Matrizen 
C X I , mit 16-reihigem C, bewerkstelligen: d. h. wir 
brauchen uns nur noch um die 16-reihigen Matrizen 
U, V, W zu kümmern. 

Reduzieren wir zuerst die W M , als 16-reihige treue 
Darstellung der ?/-Algebra, wie im vorigen Abschnitt 
aus. Die Relationen (IV. 1) zwischen u^, v^ und iv^ 
unterscheiden sich von den Relationen (III. 1), (III. 2) 
für die dortigen x^, y u und z^ in einigen Vorzeichen. 
Man überzeugt sich, daß man in analoger Weise wie 
dort (IV. 1) erfüllen kann und daß man diesmal eine 
Lösung erhält, wenn man für U^ dieselben Matrizen 
wie (III. 4), aber nur mit + -Zeichen nimmt. V ß hat 
dann in den rechteckigen Teilen lauter — 1 . U u + V „ 
zerfällt in eine 10-, 5- und 1-reihige Matrix, und das-

15 Die von uns hingeschriebenen Darstellungen sind 
etwas einfadier als die von Kemmer angegebenen, ins-
besondere sind sie durchweg reell. In der 10-reihigen 
Darstellung stehen die von 0 verschiedenen Elemente an 
denselben Stellen wie bei Kemmer, in der 5-reihigen ent-
sprechen Kemmers Matrizen einer anderen Wahl der 
Reihenfolge der Spalten 11 bis 14 von (II. 6). 



selbe gilt für die Summe 

r^ = uu+vju + wf,, 

deren Bestandteile wir mit — 1, F j f , r{|0) be-
zeichnen. 

Aus (IV. 1) folgt noch 

4 = 2 / ^ + 3 oder 

U V i - 3 ) ( ^ + 1) = C 

Für y u haben wir dann 

"i\u ~ ^u X (tß , 

(IV. 4) 

(IV. 5) 

also drei Darstellungen der Grade 10-4, 5-4, 1-4. Sie 
sind nicht irreduzibel; im folgenden schreiben wir die 
Matrizen T,, der Reihe nach hin und reduzieren sie 
zu Ende. 

ix 

V. D i e v o l l s t ä n d i g e R e d u k t i o n d e r y^ 

a) = — 1 ist natürlich schon irreduzibel. Eigen-
wert — 1, Eigenwerte der 7u ~ — o. : 

b) 

/\<5> = 

Fo(5) 

1 1 0 0 0 2\ 
0--1 0 0 0 
0 0 --1 0 0 
0 0 0--1 0 
2 0 0 0 !/ 

1 0 0 0 °\ 1 
0 - 1 0 0 0 
0 0 1 0 2 I 0 0 o--1 0 
0 0 2 0 1/ 

r,™ = 

r<5> = 

= 1 . 

-1 0 0 0 0 
0 1 0 0 2 
0 o - l 0 0 
0 0 0 - 1 0 
0 2 0 0 1 

/-1 0 0 0 o\ 
0 - 1 0 0 o' 
0 0 - 1 0 0 
0 0 0 1 2 
0 0 0 2 li 

(V.1) 

Eigenwerte: 3, —1, —1, —1, — 1 . Es ist sehr 
leicht, zugehörige Eigenvektoren hinzuschreiben. Zu 
— 1 gibt es den gemeinsamen Eigenvektor (1, 1, 1, 1, 
— 1), also spaltet sich noch eine Darstellung FjjP 
ab. Was übrig bleibt, muß irreduzibel sein. Denn da 
die „Austauschbarkeit" der a u (vgl. S. 355) die der yß 
bedingt, müssen in jeder Darstellung für alle Indizes ¡.i 
die gleichen Eigenwerte vorkommen und daher die 
vier Eigenvektoren zum Eigenwert 3, 

(L 0, 0, 0, 1) 
(0, 1, 0, 0, 1) 
(0, 0, 1 , 0, 1) 
(0, 0, 0, 1, 1), 

im gleichen invarianten Teilraum liegen; da sie linear 
unabhängig sind, spannen sie ihn auf. Nimmt man sie 
als Basisvektoren, so lautet die so gewonnene 4-4-
reihige irreduzible Darstellung: 

r(4)_ 13 ~ 

1 3 2 2 21 1—1 0 0 0\ 
0 —1 0 0 ri4) = 2 3 2 2 
0 0 —1 0 > 1 2 0 0—1 0 
0 0 0 - 1 J o 0 0 —1/ 

—1 0 0 0\ h 1 0 0 Ol 
0 —1 0 0 H4) = 0 —1 0 0 
2 2 3 2 ' 4 0 0—1 0 
o 0 0 - 1 2 2 2 3 ] 

7u r'i 'x (V.2) 

Sie ist nicht hermitesch; würde man, von (V. 1) aus-
gehend, unitär transformieren, um die hermitesche 
Form zu erhalten, so würden Quadratwurzeln auf-
treten. Eigenwerte der y u: ± 3 (je 2-fach), ± 1 (je 
6-fach). 

c) 

A< 10) = 

A(10) = 

r (10) = 

r (10) = 

/1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 
' 0 — 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 — 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 — 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 2 0 
0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 
0 0 0 0 0 0 — 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 2 

2 0 1 
0 0 0 . . 

\2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 
1 0 

—1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 
0 0 - 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 2 0 
0 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 
0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 —1 0 0 
0 0 0 2 0 0 0 0 1 0 

\ 1 2 0 0 0 0 0 0 0 1J 

(V. 3) 

—1 0 0 0 0 0 0 0 0 
o - -1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 
0 0 0 1 0 0 0 2 0 0 
0 0 0 0 1 0 2 0 0 0 
0 0 0 0 o - -1 0 0 0 0 
0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 
0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 - -1 0 
0 0 2 0 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 
0 0 0 — 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 — 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 — 1 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 2 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 2 0 0 0 0 0 1 0 , 

io 0 0 0 0 0 0 0 0—1/ 



Eigenwerte: je 3-mal 3 und 7-mal — 1 . Linear un-
abhängige Eigenvektoren jeder Matrix zum Eigen-
wert 3 sind z. B.: 

I\: A : 
-ti = ex + <?io, yi = e-2 + ew, 
x-2 = e5 + e9, y2 = e.t + e0, 
*s = e,: + e8, y3 = e6 + e-, 

z v r 4 : 
~i = e3 + ßio, = ßi + e7, 

= + es, w2 = e-> + e8, 
-3 = e-o + e7, a-3 = e3 + 

wenn ej = (djk) der /'-te Koordinatenvektor ist. Wie-
der gibt es einen gemeinsamen Eigenvektor zum 
Eigenwert — 1 , nämlich (1, 1, 1, 1, 1, 1, — 1 , — 1 , 
— 1, —1) , also ein drittes Mal die Darstellung 
Weiter sind die Vektoren 

x = xi + x,» + x 3 , y = y i + y-2 + ys, 

= Zi + Z2 + W = Wi + W2 + IV 3 

A < 5 > = 

2 0 
0 2 

-1 0 
0 — 1 
0 0 — 1 / 

A(5)= 
- i o 

0 — 1 
2 0 
0 2 
0 0 

r ( 5)_ Js — 

linear unabhängig und transformieren sich unterein-
ander nach der Darstellung r[4{ \ die also zum zweiten-
mal auftritt. Was übrig bleibt, ist irreduzibel. In der 
Tat, da es keinen gemeinsamen Eigenvektor zum 
Eigenwert 3 und keinen weiteren gemeinsamen zu 
— 1 gibt, käme nur die Zerlegung 5 = 3 + 2 in 
Frage, wobei in jedem Teilraum für jedes n ein 
Eigenvektor zu 3 vorkommen müßte. Nun ist für 
jeden Vektor w,wie aus (IV. 4) folgt, F u + u Eigen-
vektor von r u zum Eigenwert 3; insbesondere wer-
den durch die Operationen F u + 1 die Eigenvektoren 
zu 3 stets untereinander transformiert. Würde man 
z. B. in einem der beiden Teilräume auf den Eigen-
vektor u von , also eine zu dem obigen x senk-
rechte Linearkombination von x l 5 x2 , x3 , die Opera-
tion r s + 1 oder zuerst F 2 + 1 und dann r 3 + 1 aus-
üben, man müßte jedesmal zu dem in diesem Teil-
raum liegenden Eigenvektor von I \ geführt werden, 
d. h. r3 u + u und r3 (JP2 u + u) + ( A u + u) wären 
proportional. Man rechnet leicht nach, daß es eine 
solche Linearkombination von xx , x2 , x3 nicht gibt. 

Als dritte irreduzible Darstellung ergibt sich so 
eine vom Grad 5-4. Nimmt man als Koordinaten-
system (eine Auswahl aus den Eigenvektoren zu tref-
fen ist nur in sehr asymmetrischer Weise möglich) 
z. B. die Vektoren xt — x 2 , x2 — x 3 , yx — y 2 , y2 — y3, 

— Z-2, so erhält man die Matrizen 

/—1 0 0 0 o\ 
—2 1 0 — 2 0 

0 0—1 0 0 
2 — 2 0 1 0 
2 0 2 0 3/ 

A ( 5 ) = 

W x 

/ 1 0 0 — 2 o\ 
2 — 1 0 — 2 0 
0 — 2 1 0 — 2 

— 2 0 0 1 0 
—2 2 — 2 2 1/ 

(V.4) 

Eigenwerte von y u : ± 3 (je 4-fach), ± 1 (je 6-fach). 
Die untersuchte Algebra der y fjl = y f f l ist also von 

der Dimension 42 + 162 + 202 = 672 (vgl.14). 
Für die Spinkomponenten (1.5) erhält man durch 

Einsetzen von (IV. 5) (in Einheiten von fr) 

((/> k) = (1, 2), (2,3) , (3,1)) ; 

ihre Quadratsumme, der „Gesamtspin", ist 

(V.5) 

i,k 

S2 hat die Eigenwerte 3/4 und 15/4. 

VI. D i e W e l l e n g l e i c h u n g e n f ü r N = 3 

Um die Wellengleichung 

(/',» + 3 x) V 0 (VI. 1) 

in ausreduzierter Form (d. h. die Wellengleichungen, 
die den verschiedenen irreduziblen Darstellungen 
entsprechen) angeben zu können, ist es nicht immer 
zweckmäßig, die berechneten Matrizen wirklich zu 
benutzen. Es ist vielfach praktischer, von einer ge-
eigneten nicht ganz reduzierten Form auszugehen 
und die Reduktion in einfacher Weise durch Hinzu-
fügung von geeigneten Nebenbedingungen zu be-
wirken (Methode von F. L. B a u e r 5 ) . 

a) Die Wellengleichungen der (4-4)-reihigen Dar-
stellung (V. 2) 

Wir gehen von den Definitionen 

ßp = t X 1 + 1 X a f l , 

Y[a, = <\u X 1 X 1 + 1 X «u X 1 + 1 X 1 X «a (VI. 2) 

= ßa X 1 + 1 X aa 

aus, setzen hier für ßu die ausreduzierte Form an 
(die quadratischen Kästchen aus (III. 4), mit 2 multi-
pliziert) und beschränken uns zuerst auf die 5-reihigen 
Kästchen. Wenn wir das Kronecker-Produkt wie in 
IV anordnen, können wir also 



7i = 

I «1 0 0 0 2 
0 «1 0 0 0 
0 0 «1 0 0 
0 0 0 «1 0 
2 0 0 0 «! 

Yî = 

73 

«3 o 0 0 0 
0 «3 0 0 0 
0 0 «3 0 2 
0 0 0 «3 0 
0 0 2 0 «3 

74 

I «, o 0 0 0 \ 0 «2 0 0 2 
0 0 «2 0 0 
0 0 0 «2 0 

\ 0 2 0 0 «Î / 

(VI. 3) 

/ «4 0 0 0 0 
0 «4 0 0 0 
0 0 «4 0 0 
0 0 0 « 4 2 

\ 0 0 0 2 « 4 

nehmen; hier bedeutet jedes Element ein 4-reihiges 
quadratisches Kästchen, also z. B. „2" die doppelte 
4-reihige Einsmatrix. 

Die ^-Funktion muß aus 5 Komponenten xpx,..., v;s 
bestehen, deren jede wieder ein Vektor aus 4 Kom-
ponenten ist, die wir nicht erst zu kennzeichnen brau-
chen. Jetzt ist es leicht, die Gl. (VI. 1) hinzuschreiben; 
es sind 5 Gleichungen, in denen nur noch 4-reihige 
Matrizen und Vektoren vorkommen: 

(«u + 3 x) + 2 3 a V>5 = 0 ; (A = 1 , . . , 4) 

2 9u + 9/i + 3 z ) v 5 = 0 . (VI. 4) 

Transformiert man xp durch eine Matrix T: xp' = Tip, 
so hat man y ̂  durch y ß — Ty ^T"1 zu ersetzen. Wir 
wählen 

/ 0 0 0 0 
0 «2 0 0 0 

T = 0 0 «3 0 0 
0 0 0«4 0 

\ 0 0 0 0 1 

dann ist 1 = T und xp'u = a^xp^, xp'5= ^ 5 ,und die 
Matrizen (VI. 3) gehen über in 

y,i = /y5) x aa 
mit den Matrizen (V. 1), die wir dort auf anderem 
Wege fanden. Um uns auf die Darstellung (V. 2) zu 
beschränken, betrachten wir zuerst den Teilraum, der 
zu der abzuspaltenden (1-4)-reihigen Darstellung ge-
hört. Er gehört zum gemeinsamen Eigenvektor (1, 1, 

16 Dies folgt aus dem Satz, daß bei Hermiteschen 
Matrixsystemen mit jedem invarianten Teilraum auch der 
dazu total senkrechte Teilraum invariant ist, zusammen 
mit der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Be-
standteile. 

17 Man multipliziere (VI. 6) mit a-f und summiere 
über A. Dann kommt 

0 = (« ; au + 2 aa a-) 8W xp; + 3 z a; xp; 

= 2 ö;n 9 „ xp-_ + (aa a/t + 3x) ay xp; 

= 2 dßXPfi + (riß du + 3 y) xp} . 

1, 1, — 1 ) der r ffi, besteht also aus allen Vektoren 
xp', bei denen xp\ = xp'2 = xp\ = ip'4 = — xp'h ist. Der 
gesuchte (4-4)-reihige besteht aus allen Vektoren, die 
auf allen diesen senkrecht stehen16, ist also durch 

Xpi + vV + Xp3 + V'4' Xp-o' = 0 

zu kennzeichnen. Das ist die gesuchte Nebenbedin-
gung, wir müssen nur noch xp' durch xp ausdrücken 
und erhalten xp-a = (ißxpi(. (VI. 5) 

(VI. 4) und (VI. 5) bilden das gesuchte System der 
Wellengleichungen zur Darstellung (V. 2). Man kann 
noch xp5 eliminieren: 

(au 0U + 3 •/) xpx + 2 3a aa xpf( = 0 (A = 1 , . . , 4) ; 
(VI. 6) 

die fünfte Gleichung ist jetzt eine Folge von diesen17. 
Wenn man zu (VI. 6) die Matrizen aufschreibt und 

mit , ^ ^ ^ 
«1 0 0 0 
0 « 2 Ö 0 
0 0 «3 0 
0 0 0 «4 

transformiert, so erhält man übrigens genau (V. 2); es 
erschien aber nicht überflüssig, auch schon (VI. 6) auf 
dem Weg herzuleiten, der uns bei der anderen Dar-
stellung dienen wird. 

b) Die Wellengleichungen der (5-4)-reihigen Dar-
stellung (V.4) 

Wir benutzen wieder (VI. 2) und setzen für ß^ 
die 10-reihigen Kästchen aus (III. 4) ein: 

'£1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 
0 Ol 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 «X 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 "1 0 0 0 --2 0 
0 0 0 0 0 «1 0 2 0 0 
0 0 0 0 0 0 «! 0 0 0 
0 0 0 0 0 2 0 «1 0 0 
0 0 0 0 -- 2 0 0 0 «1 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 C-1 

a.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 «2 0 0 0 0 0 0 0 2 
0 0 rt2 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 «2 0 0 0 0 2 0 
0 0 0 0 «2 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 a.2 — 2 0 0 0 
0 0 0 0 0 - -2 (h 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 . 0 «2 0 0 
0 0 0 2 0 0 0 0 (l2 0 
0 2 0 0 0 0 0 0 0 «2 



<h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \ 
0 «3 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 (¡3 0 0 0 0 0 0 2 
0 0 0 «3 0 0 0 - - 2 0 0 
0 0 0 0 «3 0 2 0 0 0 
0 0 0 0 0 «3 0 0 0 0 
0 0 0 0 2 0 «3 0 0 0 
0 0 0 - 2 0 0 0 «3 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 <h 0 
0 0 2 0 0 0 0 0 0 «3 

«4 0 0 0 0 0 - -2 0 0 0 
0 «4 0 0 0 0 0 - -2 0 0 
0 0 «4 0 0 0 0 0 - - 2 0 
0 0 0 (£4 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 «4 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 «4 0 0 0 0 

— 2 0 0 0 0 0 (i4 0 0 0 
0 2 0 0 0 0 0 «4 0 0 
0 0 - - 2 0 0 0 0 0 «4 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 «4 

Die Komponenten der Wellenfunktion, deren jede 
wieder ein Vektor aus 4 Komponenten ist, seien der 
Reihe nach mit 

V « , tp2i, V'34> V'31, V1 > V 2 , V3 , Vi 

bezeichnet und noch xp- ^ — —W u) gesetzt. Dann 

bekommen die Gin. (VI. 1) die Gestalt 

{'/., p = 1 , . . . , 4; A #= u) 

(VI. 7) 
(avdv+3y.)xp? + 2dv,xpv,;=0, 

(A = 1 , . . . , 4; / 4= A) 

das sind 6 + 4 = 10 Gleichungen. 

Diesmal transformieren wir mit der Matrix 

(t2 Ci3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 (¡3 «1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 «1 «2 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 « ! ([4 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 a2 (£4 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 (£3 «4 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 «2 «4 «3 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 «3 «4 «1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 «1 «4 C£2 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 «1 C-2 

Es ist also xp'u = a2a3xpli usw., T 1 = — T 1 8 , und 
aus y u wird gerade 

v' = r (10) y « 
/ u 1 p A t y 

mit den Matrizen (V. 3). (Die eigentümliche Verschie-
denheit der Vorzeichen in III und IV erfährt hier 
eine neue Beleuchtung.) 

Unsere Aufgabe ist, durch Nebenbedingungen aus 
der Zerlegung 5 + 4 + 1 dieser Matrizen die 4- und 
die 1-reihige Darstellung auszuscheiden. Nach V wird 
der eindimensionale invariante Teilraum der T ^ 
durch den Vektor (1, 1, 1, 1, 1, 1, — 1, — 1, — 1, — 1), 
der 4-dimensionale durch die Vektoren 

x = (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1) , 
ij = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1) , 
3 = (0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1 ) , 

w = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0) 

18 Die Dreierprodukte sind bis auf eine gerade Per-
mutation der Faktoren festgelegt; sie sind so gewählt, 
daß eine gerade Permutation von (1234) herauskommt, 
wenn man die fehlende Ziffer dahinterschreibt. 

aufgespannt. Auf dieselbe Weise wie vorhin erhält 
man daraus durch die Bedingung des Senkrecht-
stehens die Beziehungen 

tp' 14 + tp' 24 + tp' 3 4 + tp' 23 + ip'3, + ip' 12 

ip'l ip'2 ip'3 Xp'4 = 0 
und 

tp' 14 + tp'31 + Ip' 12 + Xp'2 + 1p'3 + tp'4 = 0 , 
tp' 24 + tp' 23 + Xp' 12 + 1p\ + Xp' 3 + Xp' 4 = 0 , 
tp'34 + tp'23 + Xp'gl + Xp\ + lp'2 + Xp \ = 0 , 
tp' 14 + tp'24 + tp'34 + lp' 1 + tp'2 + Xp'3 = 0 , 

(VI. 8) 

die sich leicht vereinfachen lassen. Addition der 
4 Gin. (VI. 8) ergibt 2 — Z ; hieraus und 

aus 2 v ' „ „ = 2 v ' ; folgt 2 v ' „ = 2 V ; = 0 . Die 

erste (VI. 8) heißt jetzt xp\ = xp'u + xp'3l + xp\2 ; 
transformiert man wieder auf die ungestrichenen 
Größen, indem man von links mit a 3 a 4 a 2 multipli-
ziert, so kommt xpx = a 4 ^ 4 1 + 03^31 + (¿2^21 •> u n d 
so wird allgemein xp - = OL xpv • . Dies setzen wir in 

die erste (VI. 7) ein und erhalten 



( f l 9 „ + 3 x ) w - + 2 a (3 JV — d w . ) = 0 . v V V 1 '/. II V K V fA pf V tJ 
(VI. 9) 

Wie früher ist dann die zweite (VI. 7) von selbst er-
füllt. (VI. 9) ist das gesuchte System von Wellen-
gleichungen zusammen mit den Nebenbedingungen 

vxp + VfüL = 0 u n d a ; / > ^ = 0 ' ( V L 1 0 ) 

von denen die zweite aus 2 v ' ; „ = 0 folgt, wenn man 
AM & 

auf xp}^ umrechnet und noch mit ala2a3ai multi-
pliziert. 

VII. Z u o r d n u n g v o n M a s s e u n d S p i n 
f ü r d i e in d e n W e 11 e n g 1 e i c h u n g e n 

e n t h a l t e n e n T e i l c h e n ( f ü r N = 3) 

Die physikalischen Eigenschaften, welche ein 
elementares Teilchen kennzeichnen, sind außer der 
Ladung zunächst Masse und Spin; hinzu kommt, ob-
wohl empirisch nur in wenigen Fällen bekannt (für 
Elektron, Proton und Neutron), das magnetische 
Moment. Es handle sich zunächst um die Zuordnung 
von Massen- und Spinwerten gemäß den Wellen-
gleichungen (VI. 6) und (VI. 9), (VI. 10). 

An Stelle der Wellengleichung (VI. 6) benutzt man 
hier am bequemsten die Gl. 

(y p du + 3 y.) ip = 0 , (VII. 1) 

wo y p die Bedeutung (V. 2) haben soll (im vorigen 
Abschnitt y p). Das zugehörige Quadrat des Impuls-
moments (V. 6) ist 

S2 = 
11 — 4 —4 0 

1 I — 4 1 1 — 4 0 
-4 11 0 
0 0 3 

X I , (VII. 2) 

S2 ist nicht mit allen y^ vertauschbar, sondern nur 
mit y4. Daraus folgt, daß der Operator der Wellen-
gleichung (VII. 1) nur im Ruhsystem mit S2 vertausch-
bar wird, also nur in diesem Masse und Spin einander 
eindeutig zugeordnet werden können. Zur Kennzeich-
nung einer bestimmten Teilchensorte genügt aber 
jedenfalls die Angabe des Spinmoments in einem aus-
gezeichneten Koordinatensystem wie dem Buh-
system. Hier nimmt (VII. 1) die vereinfachte Form 

(74 + 3 x) y> = 0 (VII. 3) 

19 Durch die Doppelindizierung ip - * (/. — 1, . . ., 4; 
£ = 1 , . . , 4) soll die 4-4-reihige Darstellung zum Aus-
druck gebracht werden, wobei die ausgeschriebenen Ma-
trizen auf X, die au auf f wirken. 

an, und mit dem Ansatz ip = ip * = a - ^e£Xi wird10 

(— + 3x) y = 0 . (VII .3a) 

Die möglichen Eigenwerte von e sind somit 

f ' - — = + (Eo Buhenergie) . (VII. 4) 
nc | y41 

Mit (VII. 3a) kann S~ip = /. ip simultan befriedigt 
A 

werden [/ = o (o + 1) ist Eigenwert von S2 und o 
Spinquantenzahl]. Nun ist hier 

7i 

- 1 0 0 0 
0 — 1 0 0 
0 0 — 1 0 
2 2 2 3 

X • (VII. 5) 

Man kann sich jeweils auf den ersten Kronecker-
Faktor beschränken und bestätigt leicht die gemein-
samen Eigenvektoren von (VII. 2) und (VII. 5) 

(0, 0, 0, 1) 
(1, 1, l , - 3 / o ) 
( 1 , - 1 , 0, 0) 
(1, 0 , - 1 , 0) 

(VII. 6) 

welche der Reihe nach zu den Eigenwerten gehören: 

I : ± X 
3/4 

3 x 
3/4 

± 3 x + 3 x 
15/4 15/4 (VII. 7) 

Es ergibt sich somit, daß durch die Wellenglei-
chung (VI. 6) bzw. (VII. 1) das Vorhandensein von 
drei verschiedenen Teilchen zum Ausdruck gebracht 
wird, von denen zwei dieselben Spinwerte o = 1U, 
aber verschiedene Massen xfr/c und 3 xh/c besitzen, 
das dritte den Spin o = s/2 und die größere Masse 
3x H/c20. Das Verhältnis der möglichen Massenwerte 
ist also 1 : 3. 

Der Umstand, daß dieselbe (irreduzible) Wellen-
gleichung Teilchen mit verschiedenen individuellen 
Eigenschaften enthält, bringt besonders deutlich zum 
Ausdruck, daß verschiedene Teilchen als „Anregungs-
stufen" desselben Gebildes aufgefaßt werden können 
(wobei „Entartungen", wie im vorliegenden Falle, 
nicht ausgeschlossen sind) und daß diese Teilchen 
eine gewisse innere Abhängigkeit voneinander auf-
weisen. Letzteres wird bedeutsam bei Anwesenheit 
von äußeren Feldern, wo sich die Eigenschaften der 
Teilchen gewissermaßen durchmischen und eine ein-
deutige Zuordnung von Spinwerten, magnetischen 

20 Daß im Falle des dritten Teilchens doppelt so viele 
linear unabhängige Eigenvektoren wie für die beiden 
ersten auftreten, entspricht natürlich der doppelten An-
zahl möglicher Einstellungen des Spins sh gegenüber 1/a 
in einem äußeren Felde. 



Momenten und Massenwerten im allgemeinen nicht 
mehr möglich sein wird21. 

Eine analoge Betrachtung führt im Falle der 
Wellengleichung (VI. 9) (5-4-reihige Darstellung) zu 
den simultanen Eigenwerten 22 

+ * 15/4 
+ 3/.' 

3/4 
: 3 x ' 
15/4 (VII. 8) 

Es ergeben sich wiederum drei verschiedene Teilchen: 
Hier besitzt das Teilchen der kleinen Masse x' h/c den 
Spin 3/2, dagegen existieren zwei Modifikationen von 
Teilchen mit der größeren Masse 3 x'h/c mit den 
Spinwerten 1/2 und 3/2. Da kein Anlaß zu der An-
nahme besteht, daß die «-Werte in den verschiedenen 
irreduziblen Darstellungen dieselben sind23, so sind 
die «-Werte in Tab. (VII. 8) durch einen Akzent ge-
kennzeichnet. Wiederum ist das Massenverhältnis 
1 : 3 24. 

VIII . B e r e c h n u n g d e s m a g n e t i s c h e n 
M o m e n t s 

Ähnlich den Verhältnissen beim Dirac-Elektron 
wird den in den Wellengleichungen (VI. 6), (VI. 9) 
und (VI. 10) enthaltenen Teilchen je ein bestimmtes 
magnetisches Moment zukommen. Dieses ergibt sich 
aus der der Feldstärke proportionalen Energiestörung, 
wenn das System einem äußeren (statischen) Magnet-
felde <*p ausgesetzt wird. Man wird einem äußeren 
Felde Rechnung tragen, indem man in den Wellen-
gleichungen den Energie-Impulsoperator d u durch 

V = dv + ie(pt 

1 
h c 

(21, i <P) (VIII. 1) 

(21, i cp elektromagnet. Viererpotential) ersetzt. Für 
unsere Zwecke setzen wir ein statisches Magnetfeld 
§ = rot 21 und somit 

d'k = dk + i ecpk (k = 1, 2, 3) , 3'4 = 34 (VIII. 2) 

voraus. 
Wir erläutern das für die Berechnung des magneti-

schen Moments erforderliche Störungsverfahren hier 
nur an der erweiterten Wellengleichung (VI. 6) 

(«^ 9 V + 3 + 2 ( > V = 0 , (VIII. 3) 

und zwar für das Teilchen mit o = 1/2 und der klei-

21 S. auch Diss. von A. H u e c k , Freiburg 1949: Über 
die Klassifikation von freien Elementarteilchen mit belie-
biger Spinquantenzahl auf Grund ihres Verhaltens in be-
wegten Bezugssystemen. 

-- In der Tabelle ist von einer Verdoppelung der Eigen-
zustände für die Spinwerte 311 abgesehen worden. 

nen Masse xh/c'25. Das Gleichungssystem (VIII.3) 

lautet mit dem Ansatz ip u = uu e e *4 ausführlich: 

(fix d\ + « 2 3'o + CI3 3'g — «4 fc + 3 y.) xpk 

+ 2 dk («! ipx + «2 W-2 +03^3 + »4 Vi) = 0, 

( k = 1 , 2 , 3 ) (VIII. 3a—c) 

(«! 3'i + cu 3'a + a3 3'3 — cz4e + 3 •/) ip4 

— 2 f («i ip! + «2 lp2 + «3 rp3 + <h Vi) = 0 . 

(VIII. 3 d) 
Wir machen den Störungsansatz 

w - w (0) , ... (1) , v . (2) , V/i — W U r ip u I v U •+-..., 

6 = 6(0) + 

und setzen in nullter Näherung d'k = 0 (ruhendes 
Teilchen ohne äußeres Feld). Auch weiterhin soll der 
Einfluß von 3'A- als klein, d. h. als Störung aufgefaßt 
werden. Für das genannte Teilchen gilt also in nullter 
Näherung [erste Zeile von (VII. 6)]: 

W0, = W0) = W0) = 0 , ( _ e « » « 4 + x) W ü , = 0 . (0) 

Entscheiden wir uns für positive Energie, so wird 
£<o) — x u n c i somit 

( — «i + D V'4(0) = O (VIII. 4 a) 

Für die zu (VIII. 3a) adjungierte Wellenfunktion nullter 
Näherung xp4<°) gilt x p ^ (—a 4 34 + x) = 0 und da-
her entsprechend dem Zeitansatz x p ^ — u ^ e + i x * 

( — « 4 + 1 ) = 0 

In erster Näherung wird 

(VIII. 4b) 

(_ «4 + s)y. ipW = — 2 a4 dk' V4(0), (k = 1,2,3) 
(VIII. 5a—c) 

3 ( - a 4 + l ) x W 1 ) = ( 3 c t 4 f e W - 3 ' ) W 0 ) ,WTTT (VIII. 5d) 

+ 2 y. (et! v^1* + a2 xp2w + «3 V'3(1)) 

mit der vorübergehenden Abkürzung 

3' = «! 3j' + a2 dt' + «3 9»', (VIII. 6) 

und wegen (VIII. 4 a) (Verschwinden der einen Hälfte 
der Wellenfunktionen xp{4°\) nach (VIII. 5 a—c) 

0) = — 1 cV V4 (0), (A: = 1 , 2 , 3 ) . (VIII. 7 a—c) Vk 

23 Vgl. H. H ö n l , Z. Naturforschg. 2a, 537 [1947]. 
24 Auf das Massenverhältnis 1 : 3 haben schon K r a -

m e r s , B e l i n f a n t e u. L u b a n s k i 5 hingewiesen. 
25 Dieser Fall hat deswegen besonderes Interesse, weil 

man in dem Teilchen das Proton vermuten könnte (siehe 
Schlußabschn. IX). 



Z U R D E B R O G L I E ' S C H E N T H E O R I E D E R E L E M E N T A R T E I L C H E N 

Einsetzen in (VIII. 5 d) ergibt 

( - « ^ D W ^ T K 6 ' 1 1 3 ' ) W 0 ) - (VIII. 7 d) 

Die Forderung der Orthogonalität der rechten Seite 
zur Lösung nullter Näherung 

/ W 0 ) a 4 ( « 4 £ ( 1 ) - a ' ) W 0 ) c i r = 0 

liefert jetzt mit Rücksicht auf (VIII. 4 a) und (VIII. 4 b) 
sowie der Normierung J t/>4(°) a4 xp^ dr = 1 : eO) — 0. 
r/;40) läßt sich aufbauen aus den vier Eigenfunktionen 
der homogenen Gleichung ( — a 4 £ + x ) ^ = 0. Dabei 
können die Eigenfunktionen zum positiven Eigenwert 
£ = + x unberücksichtigt bleiben (a4 sei diagonal), da 
sie für die Erfüllung von (VIII. 7 d) belanglos sind. 
Somit setzt sich xp40) allein aus den Eigenfunktionen 
zum Eigenwert e — — x linear zusammen und genügt 
dähcr 

(«4 + l ) W 1 ) = 0 . (VIII. 8) 

Erst die zweite Näherung liefert die gesuchte 
Energiestörung. Man erhält aus (VIII. 3): 

( _ a4 + 3) x xpW = - 2 d k ' «4 V4(1) 

— 2 V (ch V l ( 1 ) + «2 + «, v»(1)) - a v f c ( 1 ) 

{k = 1 ,2 ,3 ) (VIII. 9 a—c) 

3 (— «4 + 1 )y- W 2 ) = 3 (h (VIII. 9 d) 

+ 2 X («1 xpW + tt2 Va(2) + «3 v , ( » ) _ 9V4(1) ; 

weiter aus (VIII. 9 a—c) mit Rücksicht auf (VIII. 
7 a - c ) : 

1 
W 2 ) = - V W « + V + 2a'fc 30 W 

und 

(0) 

«1 Vl(2) + «2 W 2 ) + «3 V3 ( 2 ) = - ^ 3 ' a + 3 « 4 ) W 1 } 
4 x 

+ 4x 2 
«! 3' dt' + aa 3' 3 2 '+ a3 3' 9a' + 2 3'*j W 0 ) . 

(VIII. 10) 

Die endgültige Gleichung für xp^ wird damit, vgl. 
(VIII. 9 d): 

3 ( - «4 + 1) x W 2 ) = 3 «4 e(2) W 0 ) + {• • •} (0) xpi 

(VIII. 11) 

da der Zusatz auf der rechten Seite — — 3' (1 + a4) xp4(V 

mit Rücksicht auf (VIII. 8) wegfällt. Die Anwendung 
der Orthogonalitätsbedingung für die rechte Seite 

von (VIII. 11) liefert jetzt wegen (VIII. 4 a, b) 

e<2> = - ~ jW0) «4{...}xp4dr. 

Die Ausrechnung der geschweiften Klammer ergibt 
nach kurzer Zwischenrechnung, vgl. (VIII. 6) und 
(VIII. 10), 

3 [\ + 2 i e ((p, grad)] 

+ i e «1 «2 
/ depz 3<M 
V 3xi 3x2 / 

+ cycl. 

(A Laplacescher Operator, divg? = 0). Somit bei Ein-

führung von G = (I «2 a3 , i «3 «! , i et, a2): 

c(2) - ~ ~ J W 0 ) ö4 { A + 2 i e (?, grad) 

+ 4 ( Î rot v)} xpW dr . (VIII. 12) 
o J 

Die beiden ersten Bestandteile von (VIII. 12) ent-
sprechen der kinetischen Energie und der Strom-
wechselwirkung mit dem Magnetfeld. Der letzte 
Term kann als die Wechselwirkungsenergie eines 
magnetischen Moments parallel dem Spin vom Be-
trage 

fX = 
1 en 
3 2 mo e 

(VIII. 13) 

mit dem äußeren Felde aufgefaßt werden; der Faktor 
der magnetischen Anomalie des Teilchens ist mit 
Rücksicht auf den Spin fr/2 somit 

g = 2/3 (VIII. 13 a) 

In analoger Weise lassen sich die g-Faktoren für 
die andern in den Wellengleichungen zur Stufe N—S 
enthaltenen Teilchen berechnen; wir geben die Zu-
sammenstellung in der Tabelle des Schlußabschnit-
tes26. 

IX. E r g e b n i s u n d S c h l u ß b e m e r k u n g e n 

Legt man einer Theorie der Elementarteilchen 
Wellengleichungen vom Diracschen Typus (1.3) zu-
grunde und konstruiert die darin auftretenden Dirac-
ähnlichen Matrizen y ̂  gemäß der de Broglieschen 
Fusionsmethode (1.4), so erhebt sich die rein mathe-
matische Frage nach der vollständigen Ausreduktion 

26 Die Verf. danken Hrn. A. W. Maue herzlich für 
wertvolle Hilfe bei den Rechnungen. Eine einheitliche 
Behandlung der magnetischen Momente folgt demnächst 
in einer Arbeit von Hrn. Maue in Z. Physik. 



Tab. 1. 

Darstellungs-
grad 

Masse 

Spin 

g-Faktor 

16 

3x ' 

20 

3 •/." 

1 3 1 3 3 3 3 1 3 
2 2 2 ' 2 2 2 2 2 ' 2 

1 
2 

3 
± 2 ± T 

. 3 
2 

, 3 
~ 2 

1 
- 2 

2 
3 

2 
3 2 , - 6 2 

3 
2 
3 

2 
3 1 4 , - 6 

der Matrizensysteme (Abschn. II—V) und den zu-
gehörigen ausreduzierten Wellengleichungen (Ab-
schnitt VI). Die Darstellungen der y^ für die Ver-
schmelzungsstufen N = 1 und N = 2 sind nach D i r a c 
und K e m m e r bekannt (Elektron bzw. Mesonen mit 
Spin 0 und S). In analoger Weise lassen sich die 
irreduziblen Darstellungen für den Fall N = 3 an-
geben. Man gelangt dabei zu 4-, 16- und 20-reihigen 
Darstellungen, wobei die erste einem Dirae-Teilchen 
entspricht (also nichts Neues liefert), während die 16-
und 20-reihigen Darstellungen je 3 Teilchen mit ver-
schiedenen Massen- oder Spinwerten enthalten. Es 
ist jedoch nicht möglich, jedem dieser Teilchen auch 
ein bestimmtes magnetisches Moment zuzuordnen. 
Vielmehr erfolgt bei Anwesenheit eines Magnetfeldes 
eine teilweise Mischung der beiden Spinwerte 1/2 und 
s/2, soweit sie zur gleichen Masse gehören. Ein solches 
Gemisch besitzt zwar keinen definierten Spin, aber 
eine bestimmte Komponente des Spins in Feldrich-
tung (magnetische Quantenzahl m,) und ebenso des 
magnetischen Momentes. Aus ihrem Verhältnis er-
rechnet sich ein g-Faktor, der also hier im Gegensatz 
zu den gewohnten Verhältnissen von der Einstellung 
im Magnetfelde abhängt. Die Zuordnung von Massen-
werten, Spinwerten, magnetischen Quantenzahlen 
und Angaben über das magnetische Moment sind der 
Tab. 1 zu entnehmen (Abschn. VII u. VIII). Bei den 
Spingemischen sind jeweils beide beteiligten Spin-
werte angeführt und durch ein Komma getrennt; es 
treten jeweils zwei wesentlich verschiedene Gemische 
mit verschiedenen g-Faktoren auf. 

Das Verhältnis der Massenkonstanten * : •/' : v!' für 
die verschiedenen Darstellungsgrade bleibt vorläufig 
unbestimmt und kann durch die vorliegende Theorie 
ohne zusätzliche Annahmen jedenfalls nicht erfaßt 
werden. Dagegen ist das Massenverhältnis innerhalb 

der Gruppen der 16- und 20-reihigen Darstellungen 
genau 1 : 3. Zum schwereren Teilchen gehören je die 
Spinwerte S/2 und 3^/2. Es ist besonders bemer-
kenswert, daß die verschiedenen Teilchen eines be-
stimmten Darstellungsgrades nicht unabhängig von-
einander sind, sondern im Prinzip gleichzeitig vor-
handen sein müssen, da sie als Lösungen derselben 
Wellengleichungen auftreten; die schwereren Teil-
chen sind gleichsam „Anregungsstufen" der leichteren. 

Unter den Teilchen der Verschmelzungsstufe N = 3 
befindet sich keines, das dem Proton entspricht, da 
dessen magnetisches Moment nach I. R a b i etwa 
2,79 Kernmagnetonen beträgt (keiner der g-Faktoren 
zum Spin S/2 liegt in der Nähe des doppelten Be-
trages hiervon). Es ist denkbar, daß das Proton einer 
höheren ungeraden Verschmelzungsstufe zuzuordnen 
wäre. Wahrscheinlicher scheint allerdings, daß ein 
neuer Gesichtspunkt hinzutreten muß: Proton und 
Neutron sind nach der Theorie der Kernkräfte als 
Modifikationen desselben Gebildes aufzufassen und 
sind außer von einem elektromagnetischen von einem 
Mesonenfeld umgeben. Diesem Umstand ist aber 
bei der korrespondenzmäßigen Begründung der 
Theorie (Bopp) in keiner Weise Rechnung getragen 
worden. Auch die merkliche Abweichung des g-Wer-
tes von einem einfachen rationalen Zahlenwert weist 
auf einen in die bisherige Theorie nicht einbezogenen 
neuen Gesichtspunkt hin. 

Die vorstehenden Überlegungen mögen immerhin 
zeigen, daß sich der de Brogliesche Ansatz zu einer 
geschlossenen Theorie der Elementarteilchen entwik-
keln läßt und daß es lohnend erscheint, diesen Ansatz 
zu verfolgen. Der ins Einzelne gehende Vergleich mit 
den noch spärlichen Erfahrungen über die individuel-
len Eigenschaften der Elementarteilchen scheint in-
dessen noch verfrüht. 


